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Structure and decomposition laws of metabelian extensions of global fields 
can be studied by applying class field theory for the individual abelian steps. 
In this way the present paper gives a detailed description of the structure of 
normal extensions of algebraic number fields, whose group is the dihedral one 
with order 2”. At first the algebraic generation of normal fields with dihedral 
group over an arbitrary field is studied, which gives an explicit decision of the 
imbedding problem in the simplest cases. In the second section the class field 
structure of fields with dihedral group is described by idele characters; on this 
foundation the decomposition laws are formulated. 
1. ALGEBRAISCHE STRUKTUR DER DIEDERK~RPER 
1.1. Die Diedergruppe. 
Unter der Diedergruppe D, fiir n > 1 verstehen wir eine Gruppe der 
Ordnung 2”+l mit erzeugenden Elementen S, T und erzeugenden Rela- 
tionen 
P” = 1, T2= 1, ST = TS-I. 
D1 ist die Vierergruppe; fi.ir n > 1 ist D, nicht abelsch und hat (S2> als 
Kommutat0rgruppe.l 
Die2’+l ElementeS2PT@ = 0, I,..., 2+l - 1) sind samtliche konjugiert 
vermijge So * T * S--l) = PT, ebenso die 2+l Elemente 
S2~flT (p = 0, l,..., 2+-1 - 1) 
vermbge SD * ST * S-p = S20+lT. Von den Potenzen Si (i = 1,2,..., 2” - 1) 
sind jewells nur Si und S-” konjugiert vermoge T * St * T = Pi. 
1 (x, y  ,... > bezeichnet die von x, y  ,... eneugte Gruppe. 
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D, besitzt die n zyklischen Normalteiler (S2’) (V = 0, I,..., n - 1) der 
Ordnung 27 die Faktorgruppen D,/(S2”) sind fur v 3 I zu den Dieder- 
gruppen D, isomorph. Augerdem bsitzt D, die beiden zu D,_, isomorphen 
Normalteiler (S2, T) und (s2, ST). Die nicht-invarianten Untergruppen 
der Ordnung 2”-” (V = 1,2,..., 12 - 1) zerfallen in zwei Konjugierten- 
reihen, (S2’+l, S2DT) und (Szy+‘, S2p+lT) (p = 0, l,..., 2” - I), von denen 
jeweils (S@, Tj und (Szy+‘, ST) als Reprasentanten betrachtet werden 
sollen. 
Die Abbildung Y = (S -+ S, T -+ ST) liefert einen Automorphismus 
von D, , der durch Querstriche angedeutet werden ~011. Daher kann man 
die Untergruppen (S2”, T) vor den (S2’, ST> auszeichnen, ohne dabei 
eine echte Einschrdnkung zu machen, da samtliche Aussagen vermoge Y/ 
bei Rollenvertauschung von (S2”, T) und (Szy, ST) gelten. 
1.2. Algebraische Erzeugung der Diederkiirper. 
Es sei 
P ein K&per der Charakteristik char(P) # 2, 
Sz, ein iiber P galoisscher K&per 2 “+l-ten Grades mit Diedergruppe D, 
als Galoisgruppe (kurz Diederklirper genannt). 
Sz, der Fixpunktkiirper zu (S2”) (V = 0, l,..., n). Fur v > I ist f&/P ein 
Diederkorper vom Grade 2”+l; sZ,/JJ, ist zyklisch vom Grade 2”~“. 
K,, , R, die Fixpunktkorper zu (S2, T), (F,ST). K,und& sind quadratisch 
iiber P und K, i?,, = Sz, . f&/K,, und J&J.& sind Diederkijrper vom 
Grade 2”. 
K,?), RF’ die Fixpunktkorper zu (9”“, SzDT), (Szy”, S2”+lT) (v = 1,2,..., 
n - 1; p = 0, l,..., 2y - 1). Die Kjp’, K,?‘) sind liber P konjugiert 
VermGge KY(p) = (K~O))S-~, K$‘) = (Eio))S”; K, = K,f”’ und Ku = IQ” 
werden als Reprasentanten betrachtet. K, und R, sind vom Grade 
2”+l iiber P, Q,JKv und sl,/K, sind Diederkiirper vom Grade 2”-“. 
Ftir n > 2 1aDt sich ein Diederkorper Q,/P aufbauen durch sukzessive 
Ineinanderschachtelung der Diederkorper Qv/Kv--3 vom Grade 23, wobei 
K-, = P gesetzt wird. Es wird sich zeigen, daR jede geeignete Ineinander- 
schachtelung solcher Diederkbrper vom Grade 23 einen Diederkorper 52, 
liefert. Daher sol1 zunlchst die Erzeugung der Diederkiirper vom Grade 
23 studiert werden. 
Die Struktur von l&/P wird duch folgenden Korpergraphen veran- 
schaulicht (Abb. 1). Der Graph ist symmetrisch an der S2,-P-Achse. Diese 
Symmetric wird durch den Automorphismus Y der Galoisgruppe D, 
geliefert. T& kann definiert werden als Normalkiirper zu einem der 
biquadratischen K&per Kl , RI . 
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SATZ 1. Sei P ein Kiirper mit char(P) # 2, K,, = P(v’;i> (d E P, 
d f I a in P) ein iiber P quadratischer K&per und Kl = K,( &$ (CQ E K,, , 
n, f 1 in K,) ein iiber P biquadratischer K&-per. Dunn gilt: 
1. KJP ist genau dam normal, wenn A’&&,oI,,) 7 1 in K,, .3 
2. Ist K,/P normal, so ist 
(a) KJP genau dam bizyklisch, wenn J~$J~,,) f 1 in P. 
(b) KJP genau dann zyklisch, wenn ~4$-~,~(~,,) f 1 in P. 
Beweis. Sei a = (&? -+ -6d) d’ re erzeugende Substitution von 
K,[P, und sei 01~ = a + b l/;i (a, b E P). Dann ist J”&lp(cx,,) = @ = 
a2 - b2d = r E P. cr kann auf genau zwei Arten zu einem lsomorphismus 
von &/P fortgesetzt werden, n&nlich durch (dq = h.2, also ist 
notwendig (&$* = f 2/;1v&. Nun liegt aber (t’q genau dann in 
Kl , wenn 4; in Kl liegt; oder anders ausgedriickt, K,/P ist genau dann 
normal, wenn V%E Kl . ~/TE Kl ist aber genau dann, wenn entweder 
V%E K,, oder r f cy,, in KO . Da aber wegen r = LX:+” und IY,, + 1 in KO 
stets r -2 c+, in K. gilt, ist K,IP genau dann normal, wenn ~\/IE K, , also 
r T 1 m K, gilt. 
Sei nun r T 1 in K, , K,/P normal. 1st r 7 1 in P, so ist Z/FE P, 
v’?= fi. Daraus folgt 
(&f= ($g = -$ = &, 
also d = 1. Das besagt aber, da13 K,/P bizyklisch ist. 
a z bedeutet Gleichheit bis auf n-te Potenzen. 
sJy;,~* bedeutet die Normabbildung der Erweiterung *I*. 
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1st Y i 1 in P, I 7 1,in K, = P(@), so ist r 7 d in P. Es ist also 
v’? = 2 t/r und (z/oIo) = - G. Daher ist u2 + 1 und K/P zyklisch, 
q.e.d. 
Urn zu einer algebraischen Erzeugung von !&/P zu kommen, setze ich 
K,, = P(d/d) und R, = P(x@ (d, a E P, d, a # 1 in P, d $ a in P). 
LlJP sei ein Diederkorper, der tiber K,, und Rt bizyklisch ist. Dann ist 
fi, zyklisch tiber seinem dritten quadratischen Teilkiirper Sz, , und da Sz,, 
in K$, liegt, ist notwendig 52, = P(%%). Q, ist Fixpunktkorper zu 
(S), dahe_rs induziert S dje, erzeugenden Isomorphismen fur K,/P und 
R,,/P: d/n = -d/d, & = -&?. Sz, ist Normalkorper zu einem 
biquadratischen Korper Kl = K,(l/<) (01~ E I&, 01~ % 1 in K,,). Setzt 
man r = J~$~,~(~xJ = 
Nun ist KIC1)= 
I&‘“, so ist r + 1 in K,, , da K,/P nicht normal ist. 
Kls = K,(2/2) = K,(z/r/&,) und daher Q2 = 
Kl . I@’ = K,(\i\/r> = P(d< d/d)(G). Wegen 
“N -- P(wd’,Pdr’w = 4Cd&,,PW = r 7 l 
in P(6) ist L&/P(<) r nach Satz 1 bizyklisch, und daher ist P(6) = 
P(4) = R, , r T L$R. 
Es ist (t’g- da0 ) = 6 - &” und daher z/g - t/<“~ R, . 
Andererseits ist 
(d\/o10- d~s)sp = -(VT& -\/;;;“,, also v&- ~lG”$i?,. 
Damit hat man K, = &,(z/< - fi”, = P(& - x&“, und 
Imsgesamt ist folgendes bewiesen: 
SATZ 2. Sei P ein Kiirper mit char(P) # 2, K,, = P(dd) und 
K, = P(4) (d, a. E P, d, a $ 1, d $ 2 in P). 
Dann entsprechen die uber K,, und R,, bizyklischen Diederkiirper &/P 
umkehrbar eindeutig den Elementen 01~ E K;/K;2 mit ~&,,~(q,) 7 2i; in P 
vermiige L& = P(l&, 4,2/&). 
Ist L?, = P(&, 4,l&) eine solche Erzeugung, und ist CC,, = a f b d/d - 
(a, b E P), so erhiilt man mit 01~’ = a - b d/d ,folgende Erzeugung der 
Teilkiirper von Sz, : 
K,j = IT&), R, = P(&), Q. = P(\%) 
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Kl = P(doLo), K,‘1’ = P(d/,o’), 1;2, = P(dd, 4) 
K, = P(1/G - -\/a,‘), IT?) = P(-\/ol,+ 1/010’). 
Uber den Aufbau der Diederkorper L?,, fur IZ 2 2 gilt: 
SATZ 3. Sei P ein Kiirper mit char(P) # 2, K, = P(z/li) und 
Ki = Ki-,(Gl) (i = 1, 2 ,..., IZ - 1) 
eine Forge quadratischer Erweiterungen von P mit (Ki : P) = 2if1 mit 
folgenden Eigenschajlen: 
1. Ki-l/K<-s ist nicht normal und der zugehiirige Normalkiirper 
Q.JK<-, ist ein Diederkiirper vom Grade 2s (i = 2,3,..., n; K-, = P). 
2. Q,/P ist normal. 
Dann ist 0,/P ein Diederkcrper vom Grade 2”+l. 
ZUSATZ. Die Normalitdt von L&,/P la& sich induktiv wie folgt 
nachprtifen: Sei 52,-,/P bereits als normal erkannt, also Diederkorper. 
K;?, = K,:; (p = 0, l,..., 2n-2 - 1) seien die Konjugierten von Kndz, 
u = sa”-2 die erzeugende Substitution von K&K,-, . 
1st K,-, = K,-,( d/OLn-a, K,‘+, = KnWz( <), so ist 52,/P genau dann 
normal, wenn er alle Kbrper KzJ,(%z) und K:l,(dw) enthllt, 
d.hsenn sich tic$:p, und ~(q?-.Js-~ rational iiber P durch cund 
dq-2 ausdrticken lassen. 
Beweis. Durch vollstandige Induktion nach n. Fur n = 2 ist nichts zu 
beweisen. Sei die Behauptung fi.ir n - 1 bewiesen. Dann sind nach 
Induktionsvoraussetzung l&,/K,, und l&,-,/P Diederkbrper vom Grade 2”, 
also ist insbesondere l&/P Diederkorper vom Grade 23. Qi und !J, seien 
wie vorher die invarianten Unterkorper von Q, . Sei D,-, = (S, T) die 
Galoisgruppe von Q,/K, , <u> die Galoisgruppe von KJP (u” = 1) und G 
die Galoisgruppe von l&/P. Dann ist G darstellbar als Gruppener- 
weiterung 
1 - D,-l +G-+<u>+l. 
1st G = D, eine Diedergruppe der Ordnung 2n+1, so la& sich in G ein 
Reprasentant U von u wahlen mit 
u2 = s, u-?!xJ = s, U-ITU = ST. 
Sind umgekehrt diese Bedingungen erfiillt, so ist G = D, . 
ARITHMETISCHE THEORIE 417 
Sei K,, = P(ti>), R, = P(v’& KI = K,-,(.\/& Dann ist J+~~,~(cx~) = 
r 7 ;i in P, da J&/P Diederkorper ist. 52, ist der Fixpunktkorper zu 
(S), KnW1 der Fixpunktkorper zu (7’); also ist 
Anderseits ist 
und daher 
Es ist Q, = &(z/y) und T die erzeugende Substitution von L&/K,, . Man 
kann also den Reprasentanten U mit Hilfe von T so normieren, da13 
v?” == -16 und daher 6”’ = --l/g. Dann ist aber such 
und daher notwendig U2 = S2k+1 (k E Z). Nun la& sich U mit Hilfe 
von S (6 ist bei S invariant) zu U2 = S normieren. Dann ist aber 
U-?W = U-l . U2 * U = U2 = S. Ware U-ITU = Sk (k E Z), so ware 
T = USfiU-l = Sk, was nicht geht. Also ist notwendig U-ITU = SkT 
(k E Z). Dann ist aber U-‘TU = U2”T, also TUT = U2”f1 und daher 
U”k+2 = S2”+l = TUT. TUT = TST = S-l, woraus k = - 1 folgt, 
q.e.d. 
1.3. Das Einbettungsproblem. 
Die Frage, unter welchen Bedingungen sich ein biquadratisch- 
bizyklischer KGrper in einen Diederkiirper vom Grade 23 einbetten la& 
ist nach Satz 2 wie folgt zu beantworten: 
SATZ 4. Sei P ein Kiirper mit char(P) # 2, Sz, = P(<d, 42) ein iiber 
P bizyklischer biquadratischer Kiirper. Dann gilt: 
Genau dann Iti& sich Q, in einen iiber P(dda) zyklischen Diederklirper 
vom Grade 23 einbetten, wenn a Norm aus P(&) ist (dann ist such d Norm 
aus P(&)). 
Fur Diederkorper hoheren Grades lassen sich durch Kombination der 
418 HALTER-KOCH 
S&e 3 und 4 Bedingungen fiir die Einbettbarkeit herleiten, die allerdings 
sehr uniibersichtlich werden. 
1.4. Anwendung auf biquadratische Gleichungen. 
Die in 1.2 angegebene Erzeugung der Diederkijrper vom Grade 23 liefert 
eine iibersichtliche Darstellung der Zerfgllungskbrper gewisser biquadra- 
tischer Gleichungen. 
SATZ 5. Sei P ein K&per mit char(P) # 2. Dann gilt: 
1. Jeder Diederkiirper L&/P vom Grade 23 ist Zerfiillungskiirper eines 
Polynoms f E P[X] der Gestalt f(X) = X4 + pX2 + r. 
2. Sei f (X) = X4 + pX2 + r E P[X] irreduzibel, x1 eine Wurzeul volt f 
und K1 = P(x,). Dann ist K,/P vom Grade 4 und genau dann normal iiber P, 
wenn entweder 
(4 r 7 1 in P oder 
(b) p2 - 4r 7 r in P, 
und zwar ist K,/P im Falle (a) bizyklisch und im Falle (b) zykiisch. Ist 
K/P nicht normal, so ist der zugehiirige Normalkiirper L&/P ein Diederkiirper. 
Beweis. Zu 1. Sei Q,IP ein Diederkiirper; dann ist Qn, der Normal- 
kiirper zum biquadratischen Kbrper K,IP. Nach 2. besitzt K1 eine 
Erzeugung K1 = P(a) = P(da + bda) mit a, b E P, d f 1 in P, 
K,, = P(a) als quadratischen Teilkarper, 01,, # 1 in K, , .A”&lp(~O) # 1 
in K,, . d-a ist aber Wurzel des iiber “P irreduziblen PolynGms 
X4 - 2aX2 + (a2 - b2d). 
Zu 2. Sei f(X) = X4 + pX2 + r E P[X] irreduzibel, f (xl) = 0 und 
K1 = P(xl). Sind x1, x2,x 3 , x4 sgmtliche Wurzeln von f, so kann man 
ohne Einschrankung x2 = -x1, x4 = -x3 setzen. Dann ist K,’ = P(x3) 
zu K1 konjugiert und der Zerfsllungskiirper K,K,’ von f ist hiichstens 
vom Grade 23. 
Setze y1 = xl2 und K,, = P( yl). Dann ist K1 = K,,(&) und yI $ 1 
in K,, . y1 ist Wurzel des irreduziblen Polynoms X2 + pX + r = 0, und 
daher kann ich ohne Einschrgnkung 
y1 = 4 (-p + d/p2 - 4) 
setzen. Es ist dann 
K,, = P(m) und K1 = Ku i (-p + z/p2 - 4r)). 
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Nach Satz 1 ist K,/P genau dann normal, wenn 
J.&p(*(-p + z/p” - 4r)) = r 7 1 in K, . 
Das ist aber genau dann der Fall, wenn r T 1 in P oder r 7 p2 - 4r in P 
ist. Die restlichen Behauptungen folgen wieder nach Satz 1. 
1st Q, vom Grade 23, so that Qsz, notwendig Diederstruktur, da die 
Diedergruppe die einzige Gruppe der Ordnung 23 ist, die sich als Per- 
mutationsgruppe von 4 Elementen treu darstellen la&, q.e.d. 
Fur Polynome der Form f(X) = X4 + I E P[X] IaRt sich Satz 5 wie 
folgt aussprechen: 
SATZ 5’. Sei P ein Kiirper mit char(P) # 2, Kl = P(q) und x, Wurzel 
des irreduziblen Polynoms f (X) = X4 + r E P[X]. Dunn gilt: 
1. Enthiilt P die 4. Einheitswurzeln, so ist K,IP kummersch, also normal 
und zyklisch. 
2. Enthiilt P die 4. Einheitswurzeln nicht, so ist K,IP genau dann 
normal, und zwar bizyklisch, wenn r 7 1 in P; anderenfalls ist der zu K,IP 
gehiirige Normalkiirper ein Diederkiirper vom Grade 23. 
Fiir die folgenden arithmetischen Untersuchungen sollen die in diesem 
Abschnitt eingefiihrten Bezeichnungen fiir die Diedergruppe und den 
Unterkorperverband eines Diederkorpers beibehalten werden. 
2. KLASSENK~RPERSTRUKTUR DER DIEDERK~RPER 
Wir verabreden folgende Bezeichnungsweise: 
1st K ein algebraischer Zahlkorper und p eine Primstelle von K, so 
bedeutet: 
p die zugehijrige Primzahl, 
f(p) den Grad von p, s(p) = pf’P) die Absolutnorm von p, 
Kp die vollstandige Htille von K bzgl. p, 
Up die Einheitengruppe in Kp , falls p endlich, 
Up = K; , falls p unendlich, 
up0 = UP) 
Up* die Gruppe der Einseinheiten n-ter Stufe, falls p endlich und n 2 1, 
Up1 = Kp” = C”, falls p komplex-unendlich, 
U,l = Rz , falls p reell-unendlich. 
641/3/4-4 
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Im folgenden sei P ein algebraischer Zahlkbrper; p, q ,... bezeichne die 
Primstellen von P, p, q,... die zugeharigen Primzahlen. Ip sei die Idelgruppe 
von P. 
2.1. Allgemeine Klassenkiirperstruktur iiber Q,, . 
Sei Q,,/P ein DiederkGrper vom Grade 2”‘+l. Dann ist 52, = P(d&) 
eine quadratische Erweiterung von P; p, q,... bezeichne die Primstellen 
von Sz, , die iiber p, q,... liegen. I, sei die Idelgruppe von Q, . 
QJQ, ist zyklisch vom Grade 2”, also mit Hilfe der Klassenkbrper- 
theorie beschreibbar in folgender Weise: 52, ist zugehbriger Erweiterungs- 
k&per zu einem Charakter 2”-ten Grades x,, : I,, + C, der stetig und auf 
Szi trivial ist4 (also einen Charakter xn der Idelklassengruppe C,, von 52, 
definiert). Es ist dann Kern (x,J C C, die Normengruppe der Erweiterung 
Jw&l 2 und Q,, ist Klassenkbrper zu C,,/Kern(~,); mit diesen Bezeich- 
nungen gilt: 
SATZ 6. Sei Q,, = P(z/&,) ein iiber P quadratischer Zahlkiirper, 
70 = (4% -+ -d&) die erzeugende Substitution fiir l&,/P und x,, : I,, -+ C 
ein stetiger Charakter 2*-ten Grades, der auf 12: trivial ist. Q,/Q,, sei die 
zu x,, gehiirige Kiirpererweiterung. Dann gilt: 
Genau dann ist QJP ein uber Sz, zyklischer Diederkiirper, wenn 
xnm = 1. 
Dabei ist I, aufgefaflt als Untergruppe von I, . 
Zum Beweis benBtige ich folgende Tatsache iiber Idelelch-charaktere: 
LEMMA 1. Sei K ein algebraischer Zahlkcrper, I die Ia’elgruppe von K 
und x : I -+ C ein stetiger, auf Kx trivialer Charakter endlichen Grades von I. 
Fiir jede endliche Primstelle p von K sei rr,, E Kp ein Primelement und 
e,(rr,) das Idel, dessen p-Komponente rp und dessen iibrige Komponenten 1 
sind. Dann gilt: 
x ist bereits eindeutig bestimmt durch die Werte x(eJr+,)) ftir alle endlichen 
Primstellen p. 
Beweis. Sei f = I’$, p”~ (np > 0, nur endlich viele # 0) der Fiihrer von 
x, also der kleinste Modul in K derart, da0 x(j&, U,“v) = 1 wird. Sei Q E I; 
* xn ist also ein stetiger Homomorphismus van Z0 auf die Gruppe der 2”-ten Ein- 
heitswurzeln in C. 
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nach dem verscharften Annaherungssatz gibt es ein a E K” und ein Idel 
dE n 
{P:np’ol 
U,“P x n K,” 
{p:npo} 
mit a.a = a’; es ist dann x(a) = x(a’). Weiter ist a’ = zi 1 a” mit 
si, a” E Z, wobei die Komponenten von 5 entweder 1 oder Potenzen von T,, 
sind und a” E Q, U,“P. Wegen x(a”) = 1 ist x(a) = x(a’) = x(5), und ti 
IaRt sich als Produkt von Idelen e,(n,) darstellen, q.e.d. 
Beweis zu Satz 6. Qn,/Qo ist zyklisch von der Ordnung 2n; S sei eine 
erzeugende Substitution fiir Qn,/Qo , also (S) die Galoisgruppe von QJQ, . 
1st J&/P normal, so wird (5’) in natlirlicher Weise zum (To)-Modul und 
die Galoisgruppe G von QJP ist darstellbar als Gruppenerweiterung 
1 -+ (S) + G + (TV) --f 1 
zu einem Is E H2((~,), (S)). G ist genau dann eine Diedergruppe, wenn 
(TV) auf (S) vermiige T;~ST, = S-l operiert und fi = 1 ist. Der Beweis 
des Satzes wird nun in 4 Schritten gefiihrt: 
1. 1st xn(ZP) = 1, so ist x;; = x;l; dabei ist ~2 definiert durch 
x’,“(a) _- xlz(a’o). 
2. Its x’,o = x;l, so ist Q,/P normal. 
3. 1st Q,/P normal, so ist genau dann x2 = x;l, wenn T;;~ST, = S-l. 
4. 1st Q,/P normal und x’,” = x;;‘, so ist genau dann tj = 1, wenn 
xn(Zp) = 1 ist. 
Damit ist alles bewiesen, denn: 
Ist 8,/P Diederkorper, so ist nach 3. x’,” = 2;’ und dann nach 4. 
Xn(&) = 1. 
1st xn(ZP) = 1, so ist nach 1. x2 = x;;‘, nach 2. J&,/P normal, nach 3. 
-~;‘ST~ = S-l und dann nach 4. fi = 1, also Q,JP ein Diederkorper. 
Zu 1. Fur alle a E IO ist a * aTo E Zp und daher 1 = x,(a . a’o) = 
x,(a) . x’,“(a), woraus x:p = xi1 folgt. 
ZU 2. Q,/P ist genau dann normal, wenn Kern&,) bei 7. invariant 
bleibt, was durch ~2 = xi1 gewahrleistet ist. 
ZU 3. 1st Q,,/Pnormal und 1 --+ (S) --f G -+ (To) + 1 die Darstellung 
der Galoisgruppe G als Gruppenerweiterung, so ist der Artinisomorphis- 
mus 
# : Zo/Kern(xJ = Co/Kern&J + (S) 
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ein (T,)-Modulisomorphismus. Also operiert (T,,) auf (S) genau dann 
vermoge -r;‘S5-, = S-l wenn x3 = x$. 
ZU 4. Nach Lemma 1 ist ~~(1~) = 1 aquivalent mit folgender Aussage: 
1st p ein Primideal von P und 7rp E Pp ein Primelement fur p, so ist 
X,(e,(n,)) = 1, wobei 
(a) e,(7r& = (a** 1, TV , 7~~ , 1 me*), falls p in s2, zerlegt, 
(b) e,(n,> = (*.a Lop, 1 *a*), falls p in Q0 trdge oder verzweigt. 
Denn ist p in Sz, verzweigt, p N p2, und rr,, E Q,,, ein Primelement fur p, 
so kann man ohne Einschrankung 7rD = rrp2 nehmen. Wegen XT; = xi1 gilt 
x,(e,(.rr,)) = 1, falls p in Sz, verzweigt oder zerlegt ist; denn ist p N p2, 
so ist ep(37r) = (... 1, 7rp, 1 a..) bei TV invariant, also xn(ep(rrt,)) = fl und 
daher xn(e,(n$) = x,(e,(xJ2) = 1; ist p in J&, zerlegt, p II pp’, so ist 
e,(r& = ep(n$+To und daher x,(e,(r,)) = 1. 
Zu 4 ist nun zu zeigen: 1st a(~,,~, T$‘) (i, j = 0, 1) ein C reprasentierender 
2-Kozyklus, so ist u(T,$, To’) genau dann ein 2-Korand, wenn e,(nD) 
fiir alle in Sz, tragen p in Kern von xn liegt. Der Artinisomorphismus 
$ : &/Kern&,) + (S) la& sich in folgender Weise beschreiben: 1st 5, 
eine primitive 2Ve Einheitswurzel und x,(a) = <znta’ fur a E I,, so ist 
#(a * Kern&,)) = S”n(‘). 1st 
die von der Hintereinanderausftihrung IO/Q: --t &/Kern&,) 3 (S) 
induzierte Abbildung, so ist 0 = 4*(C) das Bild der Fundamentalklasse 
u = @Do/P E p((T,), 1,/Q:); diese erhalt man als kanonisches Bild einer 
Klasse 5,, E ff2((To), I,) mit der Invarianten inv(ti,) = 4. Nun ist aber 
H2((To), 1,) N- 0, ff2((To), , fi&), wobei p ( p und (To), die Galoisgruppe 
fur J&,/P,, ist; sind Cop die lokalen Komponenten von U, , so ist inv(&) = 
C, inv,(iQ. Sei nun p ein in Q,, trages Primideal und vp E P, ein Primele- 
ment fur p, Dann ist (T& = (T,,) und die beiden Klassen Cc, 
c:, E H2(<T>, , G:$ werden reprasentiert durch die 2-Kozyklen 
Z&(Toi , Tol) = 1 
und 
U&Toi, T,,‘) = I 1 fur i+j<2 =P fur i+j=2 
und haben die Invarianten 
inv,(&) = 0 und inv,(U& = Q. 
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Fur jede Primstelle p’ von P hat die durch den 2-Kozyklus u,,,(T,~, TJ) = 1 
reprasentierte Klasse U,, E H~((T,&, Q&t) stets die Invariante inv,@,,) = 
1. Zu p und n,, sei sun U, E W((T,), I,,) definiert durch den 2-Kozyklus 
%(Toi, To9 = I 1 fur it-j<2 e,(nD) fur i+,i= 2. 
Dann hat i&, die oben definierten &, als lokale Komponenten, und daher 
ist inv@,) = 4. Also ist durch den 2-Kozyklus 
U(Toi, Toi) = J-3 fur i+j<2 
d3J . Qi fur i+j=2 
reprhentierte Klasse E E H2((~,), 1,/Q:) die Fundamentalklasse und 
u(Toi, Toi) = 
I 
1 fiir i+j <2 
S~,(e,(~,)) fur i+j=2 
ein ti = #*(ii) reprlsentierender 2-Kozyklus. v(T~I, ~~j) ist aber genau dann 
ein 2-Korand, wenn on(e,(r,)) = 0, also x,(e,(rr,)) = 1 ist, q.e.d. 
Bemerkung. Dal3 fur die den Diederkijrpern f&/P zugeordneten 
Charaktere xn : I, -+ C stets xn 1 Ip = 1 gilt, la& sich such einfacher so 
sehen : 
Das Normsymbol liefert das kommutative Diagram 
Dabei ist i die natiirliche Einbettung der Idelklassen und T/die Verlagerung. 
Es ist aber Bild( V) = 1, und daher gilt ftir alle a E Ip (a . QE , sZ,/QJ = 1, 
also x,(a) = 1. 
Sei nun xn : I, ---f C ein stetiger Idelcharakter 2”-ten Grades und der 
zugehiirige Erweiterungskiirper Sz, ein Diederkorper vom Grade 2n+1 
tiber P; sei fn der Ftihrer von xn und 7; der endliche Bestandteil von fn . 
Dann gilt: 
SATZ 7. 7; ist ein Ideal von P. 
Beweis. Mit x,, ist such fn bei TV invariant. Ein nicht in P liegender 
Be&rag kann daher nur von in Q,, verzweigten Primidealen p von P 
kommen; sei also p z1! p2 in Q, . 1st s = 2s, >, 0 und a E Up x &, +p U,r , 
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so gibt es ein Idel c E Zp mit a * c-l E U;“o+’ x rJp,+p Up* . Wegen ,yn(ZP) = 1 
ist daher der p-Beitrage zu fk stets eine gerade Potenz p2”o = pBo. q.e.d. 
Uber den Beitrag der p T 2 zu fn gilt nun genauer: 
SATZ 8. 1. Sei p z 2 eine endliche Primstelle van P. 
(a) Zst p in Q, verzweigt, so geht p nicht in fn auf. 
@I 1st P I fn 3 so ist der p-Beitrag zu fn genau pl. 
2. Sei p eine reelle unendliche Primstelle von Q, . Zst p 1 f,, , so ist such 
Pro I fn - 
Beweis. 2. ist klar nach Satz 6. 
Zu I. Sei p 7 2 eine endliche Primstelle von .G,,; fur r > 1 ist ( Up1 : Upr) 
eine p-Potenz, also prim zu 2; daher geht hochstens p1 in fn auf. 
1st p in !& verzweigt, p N p2, so ist nach Satz 7 der p-Beitrag zu fn 
eine gerade Potenz von p; also geht p nicht in fn auf. 
1st p N p oder p N pp’ in L&, so gehen hochstens p1 bzw. p’l in fn 
auf. 1st daher p 1 fn , so ist der p-Beitrag zu fn genau pl, q.e.d. 
Urn die Beitrage p I 2 zu fn nPher zu charakterisieren, braucht man eine 
genaue Kenntnis der Gruppen Upl/Up+ fur r > 1 und samtliche Primteiler 
von 2. Diese Diskussion wird spater im Falle P = Q durchgeftihrt. 
1st ffi = np p%, so ist x auf Z&J = (& U:,). a,” trivial, definiert 
also einen Charakter von lo/Z&). Man gewinnt nun weitere Einsichten 
in die Struktur von LR,/L&, durch eine Basisdarstellung von Z,,/Z&). Die 
Gwve Z/((IIv U,> * Qa * t is isomorph zur Idealklassengruppe von In,, 
also endlich. Seien c1 ,..., c1 Vertreter in I,, einer Basis von ZO/((&, Up) . Qa. 
Nach Satz 8 hat fn die Struktur 
Dabei sind py N pypy’ die in a,, zerlegten und qy N qy die in Sz,, tragen 
endlichen Primteiler von f; m, , m,’ seien die in fn steckenden reellen 
Primstellen, wobei m,,’ = m:O sein ~011. Dann ist 
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wobei U,yI Uk, x U,yf/Uk ’ = R’/Ry x R’/Rz. Sei nun /3, ,..., /?,, E Szt 
ein Reprasentantensystem Yfiir eine Basis von &,s (UJQ), normiert auf 
Igy = 1 mod fn/Q,lz p’%. Seien ferner rrv Primitivwurzeln mod py in .Qz, 
rr, E 1 mod f,& ; dann sind die Konjugierten rr,’ = 7~2 Primitivwurzeln 
mod p,,’ mit rrv’ = 1 mod f,&‘; K, Primitivwurzeln mod q, in Qz, 
K, = 1 mod f,/qY : cv = - 1 E Sz,,, , E”’ = - 1 E L&, ’ Vertreter von 
Basiselementen fur U, /Uk x U, ,)UA ’ . Identifiziert man die Elemente 
von Szi mit den zugeh&igeb Hau&ide&, so hat jedes a E I, die Darstel- 
lung 
mit Exponenten aus Z modulo der Ordnung des jeweiligen Basiselements. 
In dieser Darstellung sind zwar die U, eindeutig bestimmt, nicht notwendig 
aber such die iibrigen Exponenten, denn die Einheiten E E K liegen einer- 
seits in I&,), sind also = 1 mod Z,,(f,J, haben aber andererseits eine nicht- 
triviale Darstellung durch die angegebenen Basiselemente, da im all- 
gemeinen E 4: Q, U:P. Es ware unzweckmaBig, durch Elimination der 
Abhangigkeiten zu einer unabhlngigen Basis iiberzugehen, da dabei die 
Beziehung der Basiselemente zu den Primteilern von fn verlorenginge, und 
damit such die Miiglichkeit, auszudriicken, daD fn selbst und nicht bereits 
ein echter Teiler von fn der Fiihrer von xn ist. Mit Hilfe der angegebenen 
Basis la& sich xn durch eine lineare Kongruenz L(a) mod 2” fur a E Z0 
charakterisieren. Hat a die Darstellung (*), so ist 
Lb) =i Uyu, + i Wvw, + T (Xx, + X’x,‘) + zY, yy 
!J=l "4 v=l "=l 
+ 2 (EvrY + E,‘r,‘) mod 2”. 
"=l 
Dabei sind die (mit GroDbuchstaben bezeichneten) Koeflizienten aus 
Z mod 2” fur alle jene Basiselemente ~0 mod 2+$, deren Ordnung im 
Sinne Fl mod Zo(fn) genau 2i ist (0 < i < n). Ist I, eine primitive 2”-te 
Einheitswurzel, so ist dann x,(a) = tica). 
Damit umgekehrt eine lineare Kongruenz L(a) mod 2” einen Charakter 
xn der verlangten Eigenschaft definiert, sind folgende Bedingungen 
notwendig und hinreichend: 
Ll. Damit fn (und nicht bereits ein echter Teiler von fn) Fi.ihrer von 
xn ist, mug in L(a) fi.ir jeden Primteiler von fn mindestens ein Koeffizient 
qk 0 mod 2” sein. 
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L2. Damit xla tatsachlich die Ordnung 2” hat, muD es Idele a E I, mit 
L(a) + 0 mod 2 geben. 
L3. Fur Idele c E IP mul3 stets L(c) = 0 mod 2” sein. 
L4. L(a) mul3 den Abhangigkeiten in den Basiselementen angepagt 
sein, d.h.: Sind die Grundeinheiten &) von 9, in nichttrivialer Basis- 
darstellung gegeben durch 
so mu13 
i w,wp + 2 (x”xp’ + X”p) + T Y” yy 
l-1 "=l l-1 
+ i (EVP + Ev’&)) = 0 mod 2” 
"=l 
sein. 
Es sol1 nun die Struktur von L(a) &her untersucht werden. Fur die 
Basiselemente c, mit zu 2 primer Ordnung ist U, = 0, daher gentigt es, 
Vertreter einer Basis fur die 2Sylowgruppe von 
A/( I-I 47 x l-I Qq * Jx 
wm l-w 
zu betrachten. Die E, und E,,’ haben die Ordnung 2, daher konnen E,, und 
E,’ durch 2”-lE, und 2”-lE,,’ ersetzt werden. Fiir 1 ,< i ,< n seien die 
pi” Jene py , fur die gilt: 2i 1 (W(pJ - 1) und i ,< n ist maximal mit dieser 
Eigenschaft; ist p = pi”, so ist such p’ = & ; sei piy I pi” . Die Ordnungen 
der zu den plv und pi, gehijrigen Basiselemente riv und TT;, im Sinne 
~1 mod &,(f3 sind genau 2i; daher kiinnen die zugehorigen Koeffizienten 
Xi, und Xi” in L(a) durch 2n--iXiu und 2+“Xi” ersetzt werden. In gleicher 
Weise seien die qi, jene qy , fur die gilt: 2i 1 (%(qJ - 1) und i < n ist 
maximal mit dieser Eigenschaft; sei qiv 1 q, . Die Ordnungen der zu den 
qiy gehorigen Basiselemente ~~~ im Sinne Fl mod J,(f,J sind genau 2$; 
daher kijnnen die zugehbrigen Koeffizienten Yi, durch 2n-iYi, ersetzt 
werden. Wegen %(qJ = ‘%(qJ2 E 1 mod 23 gibt es qiv nur fur 
i 2 ~1’ = min(3, n). L(a) hat daher die Gestalt 
L(a) C i U&l, + 2 WvW, + f 2*-i y (X&Viv + X&.X;,) 
v=l "4 i=l "=l 
+ i 2”-’ y Yi,, yiy + 2”-l i (Evrv + E,,‘r,,‘) mod 2”. 
j=n’ "4 "=l 
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Dabei sind nun die Xi, , Xl, und Y,, mod 2j und die E, und E,,’ mod 2 
bestimmt. Jedes Idel c E IP hat eine Darstellung 
Hat insbesondere P die 2-Klassenzahl h, = 1 (ist also die Klassenzahl 
von P prim zu 2), so sind alle U, = 0. Hat umgekehrt ein Idel a E 1, eine 
Darstellung der obigen Gestalt mit geeigneten U, und w,, so gibt es ein 
Idel c E 1, mit a = c mod l,,(f,& und daher mu8 
L(a) z 0 mod 2” 
sein, und diese Kongruenz mu0 identisch in den KoelTizienten von L(a) 
gelten. Wir nehmen nun im folgenden an, daD die U, und W, bereits so 
gemacht sind, da13 fur alle in der Darstellung von Idelen c E IP auftretenden 
U, und u’, gilt: 
il UJI, + il Wvw, = 0 mod 2n. 
Fur die U,, bedeutet das Bedingungen, die aus der Struktur der Klassen- 
gruppen von P und L?, ableitbar sind; fur die WV werden die Bedingungen 
im Falle P = Q diskutiert werden. Es verbleibt nun noch die Forderung, 
daB identisch in den Koeffizienten gilt: 
f 2n-i y (Xi, + Xi”) Xi” + -f 2n-i y Y&(1 + %( q+)) yi, 
i=l "=l j=n' "=l 
+ 2+l i (E, + Ev’) Y, = 0 mod 2”. 
"4 
Daraus folgt zuntichst X,, = -Xi, mod 2i und E, E E,’ = 1 mod 2. 1st 
j, < i maximal mit 1 + ‘%(qi,) = 0 mod 2iv, so ist Yi, = 0 mod 2j-Jo , 
kann also durch 2i-j~Yty ersetzt werden, wobei dann Y,.” nur mehr 
mod 2iv bestimmt ist. Wegen ‘%(q$ = 1 mod 2i ist %(qiy) = &l 
mod 2i-1 und daher entweder j, = 1 oder j, 3 i - 1. L(a) hat nun die 
endgiiltige Gestalt: 
L(a) = i U”z.4” + i W”W” + i 2”-i y Xj”(Xj” - Xi”) 
"=l "==l i=l "=l 
+ ‘$ 2”-$ Fl 2i-iyYiy yiv + 2”-l i (Y, + r,,‘) mod 2”. 
j-n’ “=l 
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Fiir 1 < i < n sei xi = x’,“-’ : I, -+ C. Der Charakter xi vom Grade 2” 
definiert die Korpererweiterung L&/J’&, . xz wird definiert durch die lineare 
Kongruenz 
L(a) mod 2i 
und im Ftihrer fl von xi gehen genau diejenigen Primteiler von fm auf, 
deren Koeffizienten in L inkongruent 0 mod 2i sind. Auf diese Weise ist 
es mbglich, die fi aus fn zu berechnen. Insbesondere gilt: 
SATZ 9. Die Fiihrer fi fiir i < n enthalten keine unendlichen Primstellen. 
KOROLLAR 1. Wird eine reelle Primstelle von J& in 52, imaginiir, so 
hi@ sich Sz, nicht in einen Diederkiirper 52,+1 einbetten. 
KOROLLAR 2. Seien K, , R, die beiden anderen quadratischen Teilkiirper 
von G, , und sei n > 2. Dann kann eine reelle Primstelle von P nicht in K, 
und in R, imaginiir werden. 
SATZ 10. Sei 0 < k < n und gehe p +’ 2 in fnVk auf. Dann gilt: 
(a) m(p) = 1 mod 2”, falls p in In, zerlegt ist. 
(b) 8(p) E -1 mod 2”, falls p in G,, triige ist. 
Mit obigen Uberlegungen ist such die Klassenkiirperstruktur von 
a,,/L$, ftir 1 < v < n - 1 beschrieben, denn L& spielt fur die Diederkiirper 
sZ,/KV-, und s2,/iz,-, dieselbe Rolle wie s2, fiir den Diederkijrper 52,/P. 
2.2. Klassenkiirperstruktur iiber Q, im Falle P = Q. 
Sei L?,, = Q(&&) und d, die Diskriminante von J&, . 
SATZ 11. Die Diederkiirper G,, iiber Q sind Teilkiirper von Ringklassen- 
kiirpern iiber Sz, . 1st insbesondere A, < 0, so lassen sich alle Zahlen aus 
Sz, rational iiber s2, durch den singularen Wert j(flawO) der elliptischen 
ModuIfuktion j ausdriicken; dabei ist (1, wO) eine Ganzheitsbasis fur &IQ. 
Beweis. Nach Satz 7 ist fn eine ganzrationale Zahl und nach Satz 6 
ist xn auf dem Ring mod f,, trivial. Daraus folgt die Behauptung nach der 
Theorie der komplexen Multiplikation, q.e.d. 
Urn nun das Verhalten der Primzahl p = 2 genauer zu untersuchen, 
benotigt man einen Einblick in die Struktur der primenRestklassengruppe 
mod 2” in LR,, . 1st A,, = 1 mod 8, also 2 CI pp’, so ist die prime Restklas- 
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sengruppe mod 2” in L?, das direkte Produkt der primen Restklassen- 
gruppen mod p” und pls; diese sind aber isomorph zur primen Restklassen- 
gruppe mod 2” in Q. Also ist die prime Restklassengruppe mod 2” in 1;2, 
vom Typ (2, 2@, 2, 2s-2); eine Basis ist jedes Quadrupel (01~ , 01~ , OLD’, 01~‘), 
das die Kongruenzen 
ml :z -- 1 mod p”, 01~ s 5 mod p”, ‘yi ::L 1 mod p’s 
01~’ G -1 mod p’$, CY.~’ = 5 mod p’“, ai’ z 1 mod pa 
erfiillt. 1st x s a;“1 * a? . &“I’ * a;lw 2’ mod 2*, so ist x genau dann rational 
vertretbar, wenn w1 = wl’ und w2 = ~1~‘. 
Im Falle d, f 1 mod 8 sei d der quadratfreie Kern von fl, . Man 
benijtigt nur eine Basis der 2-Sylowgruppe der primen Restklassengruppe 
mod 2” modulo den rational vertretbaren Restklassen. Eine solche ergibt 
sich aus [3] wie folgt: 
Basiselemente: Typus: 
2~4,: a1 = d/d, , cd2 = - 1 + 2 4% (2, 25-2) 
genau 22 1 A,, : “1 = 4z a2 = - 1 + 2 4/o (2,289 
2” / A, : ai1 = 1+ v’A (29 
Daraus kann man nun unmittelbar ablesen: 
SATZ 12. Sei 2 / fn und sei der 2-Beitrag zu fn genau 28. Dam gilt: 
(a) 2 < s < n + 2, falls 2 7 A,, , 
(b) 1 ~~s~+l,SalIsgenau221Ao, 
(c) 1 < s < n, falls Z3 j A, . 
Die zu 2 gehorigen Koefhzienten WV in der linearen Kongruenz L(a) 
mod 2” lassen sich nun leicht ermitteln: Sei genau 2” I fn : 
1st A, = 1 mod 8, so hat man WI , W, , W,‘, W,l als Koeflizienten, 
entsprechend den Basiselementen 01~ , 0~~ , txl’, 01~‘. Es ist W, = WI’ = 0 
mod 2”-l, W, = W,’ = 0 mod 2n+2--s. Wegen L3. ist femer WI = -WI’ 
mod 2” und W, E - W,’ mod 2”. Der entsprechende Anteil der linearen 
Kongruenz la& sich also schreiben in der Form 
2”-lW,(w, - t-v,‘) + 2 n+2-s W,(w, - w,‘) mod 2”. 
Daraus folgt: 
Geht 2” in fn auf und ist i < min(n + 2 - s, n - l), so geht 2 nicht in 
fi auf. 
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1st d, = 5 mod 8, so hat man IV, , W, als Koetlkienten, entsprechend 
den Basiselementen 01~ , 01~ . Es ist WI = 0 mod 2+l, W, = 0 mod 2n+2-s. 
Der entsprechende Anteil von L(a) la& sich also schreiben in der Form 
2+l W,w, + 2n+2-s W,w, mod 2”. 
Daraus folgt: 
Geht 2” in fn auf und ist i < min(n + 2 - s, n - l), so geht 2 nicht in 
fi auf. 
1st genau 22 1 d, , so hat man WI , W, als Koefhzienten, entsprechend 
den Basiselementen a1 , 01~ . Es ist WI = 0 mod 2+l, W, = 0 mod 212+1-S. 
Der entsprechende Anteil von L(a) hi& sich also schreiben in der Form 
2”-l W,w, + 2n+1-s W,w, mod 2”. 
Daraus folgt: 
Geht 2” in fn auf und ist i < min(n + 1 - s, n - l), so geht 2 nicht in 
fi auf. 
1st 23 1 d, , so hat man WI als Koefhzienten, entsprechend dem Basis- 
element a1 , und es ist WI = 0 mod 2”-+. Der entsprechende Anteil von 
L(a) la& sich schreiben in der Form 
2”-” W,w, mod 2”. 
Daraus folgt: 
Geht 2* in fn auf und ist i < n - s, so geht 2 nicht in fi auf. 
Insbesondere folgt aus diesen fiberlegungen: 
SATZ 13. Sein>2und2jf,. Danngilt: 
(a) 2n+2 I fn , falls 2 7 A, 
(b) 2n+1 1 fpa , falls genau 22 1 A, 
(c) 2n [ fn , falls 23 1 A, . 
Der Fiihrer fn hat die Gestalt 
fn = Z8 * c PAL ’ yj (7” * fi WJ”‘. 
V==l b-1 
Dabei ist natiirlich r < 1 und im Falle d,, < 0 ist r = 0. Sei py crl pyp, 
und qv N qy . Dann sind die ntY genau die py mit py = 1 mod 2i und die qiV 
genau die q, mit qv2 = 1 mod 2i. Nach Satz 10 gilt: 
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SATZ 14. A 
mod 2 i+l. 
Sei 0 9 i < n und gehe p # 2 in fnMi auf. Dann ist f = p 
( 1 
Seien K. = Q(&$ undR, = Q(d&) die beiden anderen quadratischen 
Teilkorper von Q2, und do, a, ihre Diskriminanten. Dann ist 
0, = Q(ddoao) und iTi’, = Q(d/d,, d&), 
und nach dem Ftihrer-Diskriminantensatz gilt: 
A,,d,d, = A,2f:. 
Daraus folgt nach Satz 13 im Falle i = n - 1: 
SATZ 15. Geht p # 2 in do und do auf, so ist $ = p mod 2”. 
( 1 
KOROLLAR. Ist 2 1 do und 2 1 a, , so geht in mindestens einer der beiden 
Diskriminanten 23 auf. 
Beweis. Angenommen, es gehe genau 22 in do und do auf. Dann ist 
d,,’ = do/22 E - 1 mod 4, a,,’ = do/22 E - 1 mod 4, und wegen A, 7 d,d, 
ist A, G: 1 mod 4. Sei a = (do’, a,‘) > 0, do’ = a * d, a,’ = a * a. Dann 
isttAo = d .21 = 1 mo$$ und d = ;E = -a mod 4. Nach Satz 15 ist 
( 1 




a-1+a-1 dd-1 slgnb)-1~signw-l 
=(-I)2 2 -T-+---i--- 2 
Wegen sign(a) = +l und d z a E -a mod 4 ist (2) = (-l)(a-1)/z. 
Andererseitz ist nach dem quadratischen Reziprozitatsgesetz: 
Der Vergleich ergibt 
d-l a-1 sign(d) - 1 sign@) - 1 a - 1 _ .- . =- 2 2 + 2 2 2 
mod 2. 
1st d = 1 mod 4, so ist a = -1 mod 4 und daher notwending 
sign(d) - 1 sign@) - 1 . 2 2 3 1 mod 2 9 
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woraus sign(d) = sign@) = -1 folgt, im Widerspruch zu Satz 9, 
Korollar 2. 
1st d = -1 mod 4, so ist a = 1 mod 4 und daher wieder 
sign(d) - 1 - 1 . sign@) 
2 2 
~ 
1 mod 2 3 
was denselben Widerspruch ergibt. q.e.d. 
2.3. Klassenkiirperstruktur von l&/K,, . 
Sei P wieder ein algebraischer Zahlkorper und 0,/P ein Diederkijrper 
vom Grade 23. Dann ist KO = P(a) eine quadratische Erweiterung von P 
und A&/K0 ist bizyklisch mit den iiber KO quadratischen Zwischenkorpern 
Kl , K,’ und Q, . p, q ,..., bezeichne die Primstellen von K, , die Sber 
P, Q,..., liegen; I sei die Idelgruppe von K,,. Entsprechend der (2,2)-Struktur 
von L&/K, ist Q, zugehijriger Erweiterungskorper zu zwei Charakteren 2. 
Grades x, x’ : I -+ C, die stetig und auf Kz trivial sind (also Charaktere 
g, 2’ der Idelklassengruppe C von K,, definieren). Es ist dann N = 
Kern(z) n Kern&‘) C C die Normengruppe der Erweiterung J&/K,, , und 
!& ist Klassenkorper zu C/N. Die Charaktere x, x’ und x * x’ definieren 
die quadratischen Zwischenkijrper und seien so normiert, da13 x den 
K&per Kl und x’ den K&per K,’ definiert. 1st T = (v”& + --\/&) die 
erzeugende Substitution fiir K,,/P, so ist K,’ = K,’ und daher x’ = x’; 
x * x7 ist bei 7 invariant und definiert Q1 . Nach den Ausftihrungen 1.2. 
folgt nun: 
SATZ 16. Sei K, = P(d&) und T = (GO + -&&). x : I + C sei 
ein stetiger Charakter 2. Grades, der auf KO trivial ist. Dann sind tiquivalent: 
(4 x’ # x 
(b) x und x’ dejinieren einen iiber K,, bizyklischen Diederkiirper l&/P. 
Zu einer starkeren Aussage kommt man, wenn man noch den zweiten 
iiber P quadratischen K&per, iiber dem 52, bizyklisch ist, ins Spiel bringt. 
SATZ 17. Sei K, = P(&&), 7 = (d& + -GO) und x : I-+ C ein 
stetiger Charakter 2. Grades, der auf K, trivial ist. Dam sind iiquivalent: 
(a) x I Ip : Ip + C definiert einen von K,, verschiedenen iiber P quadra- 
tischen K&per &, . 
(b) x und x’ definierten einen uber K,, bizyklischen Diederkiirper !&/P, 
der such iiber if, # K, bizykrisch ist. 
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Beweis. Der Beweis wird in zwei Schritten gefiihrt: 
1. Definiert x j ZP : ZP -+ C einen quadratischen K&per R,, f K,, , so 
ist x’ f x. 
2. Definieren x und x’ einen Diederkiirper l&/P so definiert x 1 Z, 
den zweiten tiber P quadratischer K&per, tiber dem L?, bizyklisch ist. 
Zu 1. Angenommen, es sei x’ = x und K der zugehorige Erweiterungs- 
k&per. Dann ist K/P abelsch vom Grad 4, also entweder zyklisch oder 
bizyklisch. 1st K/P bizyklisch, so ist nach Satz 6 x / Z, = 1, definiert also 
keinen quadratischen Korper. 
Zu 2. Sei sZ,/P der durch x und x’ definierte Diederkbrper; die 
Zwischenkorper und Galoisgruppen seien wie in 1.2. bezeichnet. Dann 
liefern die Normsymbole das kommutative Diagramm 
ZJP” _I_= (S, T)/<S2) 
Dabei ist i die natiirliche Einbettung der Idelklassen und V die Verlagerung. 
Fiir a E Z ist genau dann x(a) = x?(a) = 1, wenn (a * Kt ,52,/K,) = 1. 
Wegen x I Z, = x’ I ZP definiert x I ZP genau dann die Erweiterung E,,/P, 
wenn ftir alle a E ZP gilt: x(a) = 1 genau dann, wenn (a . P”, &/P) = 1. 
Wegen der Kommutativitlit des Diagramms 
(*&/P) 




Z,/P” A5KkpA (S, T)/(S2, ST) 
(v ist der nattirliche Homomorphimus) ist zu zeigen: Fur a E Z, ist x(a) = 1 
genau dann, wenn (a * P”, Q,/P) E (S2, ST)I(S2). Nach dem ersten 
Diagramm ist also der rein gruppentheoretische Sachverhalt Kern(V) = 
(S2, ST)/(S2) zu zeigen. Nach [2] berechnet sich der I/ induzierende 
Homomorphismus V,, : (S, T) -+ (S2, T) zu 
Vo(S) = V,(T) = s2, 
und daher ist V,,(ST) = S4 = 1, q.e.d. 
Sei nun L&/P ein Diederkdrper, seien x1 , x2 : I,, --+ C die QJsZ, und 
Q,/Q, definierenden Charaktere und f1 , f2 ihre Ftihrer. x, x’ : Z -+ C seien 
die KJK,, und K,‘/K,, definierenden Charaktere und f, f’ ihre Fiihrer. 
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Es ist f’ = f’, und g = k.g.V. (f, f’) ist der Ftihrer der Normengruppe 
NC C. uber den Beitrag der Primideale p f 2 zu f gilt: 
SATZ 18. Seipf2,pjpinK,. 
(a) Geht p in f auf, so ist der p-Beitrag zu f genau pl. 
(b) Ist p N p”, so geht p genau dam f auf, wenn p such in K,, verzweigt 
ist. 
Beweis. Zu (a). Fur p 7 2 ist (Up1 : U,‘) ftir r > 1 einep-Potenz, also 
prim zu 2; daher geht hijchstens p1 in f auf. 
ZU (b). 1st p in E,, unverzweigt, so ist p in a,, verzweigt, geht also 
nach Satz 8 nicht in fz auf. Daher zerfallt p in s2, in Primideale der 
Relativordnung 2; also ist p in L’, nicht weiter verzweigt und geht daher 
nicht in f auf, q.e.d. 
Die Beitrdge der p 1 2 werden im Falle P = Q naher diskutiert werden. 
Nach Satz 18 hat g die Gestalt 
Dabei sind py 2: pypy’ die in K, zerlegten, q, N qy die in K, tragen und 
rv2 N r, die in K,, verzweigten endlichen, in g steckenden Primstellen; 
w  m, seien die unendlichen Beitrage zu g, wobei m,’ = mv7 sein solI. 
x’;;nd x7 sind auf 1(g) = (J&, U;P). K,” trivial, definieren also Charaktere 
von Z/Z(g) und kijnnen mit Hilfe einer Basis von Z/I(g) beschrieben werden. 
Da die illberlegungen vijllig analog zu denen in 2.1. sind, sol1 die Kon- 
struktion hier nur skizziert werden. 
Seien c1 ,..., c1 Vertreter in I einer Basis von l/((np Up) * K,“>. Es ist 
n UP/IT Up”” = l-I cupl~~p> x fj <&$J;, x q$i$,) 
P P PI2 v=l 
x f j  (u!2"P;"Y) x : (Ur,/G") 
"4 
x fJ KJm,/u~, x 4&J~;), 
wobei U,,/U~, x UmY~/U&,* = Rx/R; x Rx/R:. Sei nun /I1 ,..., PA E K,“ein 
Reprasentantensystem fi.ir eine Basis von JJ,,# (UJUFP), normiert auf 
Pv = 1 mod dI’Ip12 P % Seien ferner 7rr, Primitivwurzeln mod pv in K:, 
ARITHMETISCHE THEORIE 335 
7~~ = 1 mod g/pv ; dann sind die Konjugierten 7~~’ = 7~“~ Primitivwurzeln 
mod py’ mit T,’ = 1 mod g/p,‘; K, Primitivwurzeln mod q, in Kz, 
K, -: 1 mod g/q” ; py Primitivwurzeln mod rv in K,“, py :: 1 mod g/r, ; 
die py konnen in Px als Primitivwurzeln mod rv gewlhlt werden; daher ist 
py= py’; E, = -1 eKOtoY, E,‘= -1 E Kom ’ Vertreter von Basiselementen 
fiir U, /Ui x U,vr/Uk , . Identifiziert man die Elemente von K,” mit den 
zugehbiigen Hauptidelen, so hat jedes a E Z die Darstellung 
mit Exponenten aus Z modulo der Ordnung des jeweiligen Basiselements 
In dieser Darstellung sind die u, eindeutig bestimmt, aber wegen der 
Darstellung der Einheiten von K,, nicht notwendig such die tibrigen 
Exponenten. Nun IiRt sich x durch eine lineare Kongruenz L(a) mod 2 fur 
a E Z charakterisieren. Hat a die Darstellung (*), so ist 
L(a) = i Uvu, + $ W,w, + 2 (X,x, + X,,‘x,‘) + *jJ Y,, yy 
V--l v=l !J=l ,,-;I 
m3 
+ c Zz, + i (Evsy + E,‘s,‘) mod 2 
v=l !J=l 
und es ist x(a) = (-1) L(a) Dabei sind die Koeffizienten fur alle jene . 
Basiselemente ~0 mod 2, also zu vernachlassigen, deren Ordnung im 
Sinne T 1 mod Z(g) nur 1 ist. Wegen x’(a) = x(aT) wird die x’ zugeordnete 
lineare Kongruenz L’(a) gegeben durch 
L’(a) :=G i Uv’u, + i Wv’w, + F (Xv’xy + Xp,‘) + 5 Y,%(q,) 4’” 
u=l "4 v=l v-=1 
+ ff Z,z, + i (Ev’sy + Evsy’) mod 2. 
Die U,’ berechnen sich aus den U, wie folgt: Mit cr ,..., cI ist such clT,..., cL7 
Vertretersystem einer Basis der 2-Sylowgruppe von Z/(I’& Up) K,” in I. 
1st nun ti+ = “fil c:v mod(IJ, Up) K,“, so ist U,,’ = “*I Uipvi . Die WV 
berechnen sich aus den WV in gleicher Weise. Damit nun eine lineare 
Kongruenz L(a) mod 2 einen Charakter x der geforderten Eigenschaft 
definiert, sind folgende Bedingungen notwending und hinreichend: 
Ll. L # L’. 
L2. L mug den Abhangigkeiten in den Basiselementen angepagt sein. 
64’13/4-5 
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L3. Damit f Ftihrer von x ist, muO in L(a) fur jeden Primteiler von f 
oder dessen Konjugierten mindestens ein Koeffizient +O mod 2 sein. 
Daher haben L und L’ die Gestalt 
L(a) = C Uvuv + i W,w, + 2 (Xx, + X’x,)) + F Y, 
"4 "=l "=l "4 
+ F z, + i (E,,sy + E”‘s”‘) mod 2 
"=l l-1 
L’(a) = i iJ”‘U, + i w;w, + T (X”‘X” + X,X”‘) + F y” 
“=I l-1 II=1 "=l 
+ F zv + i (E”‘s” + E”s”‘) mod 2. 
"=l v=l 
Der Q, definierende Charakter x * x’ wird durch die lineare Kongruenz 
L, = L + L’ mod 2 charakterisiert. Es ist 
L,(a) = f: (U” + U”‘) u, + i W” + W”‘) W” 
"=l "==l 
+ zl (Xv + X’>k + xv’) + “gl 6% + EvWy + &‘I mod 2. 
1st go der Fiihrer von x - x’, so ist der endliche Bestandteil von go nach 
Satz 7 ein Ideal von P, und es gilt: Von den Primidealen p 7 2 von P 
gehen in go genau die auf, die sowohl in s2, als such in K,, verzweigt sind. 
Wegen der Gestalt von L, gehen aber in g,, hbchstens solche p -t’ 2 auf, 
die in K,, zerlegt sind. Daher gilt: 
SATZ 19. Sei p -T 2 ein Primideal von P. Ist p in K,, unverzweigt und 
in R,, verzweigt, so ist p in K, zerlegt. 
2.4. Klassenkiirperstruktur von J&/K0 im Falle P = Q. 
Sei K, = Q(dd7;) und d,, die Diskriminante von K, . Es sol1 nun das 
Verhalten der Primzahl p = 2 genauer untersucht werden. 
SATZ 20. Sei p 12 in K, , p 1 f, und sei der p-Beitrag zu f genau p”. 
Dann gilt: 
(a) s = 2oders = 3,falls2zd, 
(b) s = 2,4 oder 5, falls 2 1 d, . 
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Beweis. Der Struktur der primen Restklassengruppen entnimmt man 
(vgl. [3]): 1st 2 T d,, , so sind alle CL = 1 mod p3 Quadrate in Kz,, . 1st 
2 I d,, , so sind alle 01 E 1 mod p2 quadratische Reste mod p3, und alle 
cy. := 1 mod p5 sind Quadrate in Kt,, ; da ferner die prime Restklassen- 
gruppe mod 2l ungerade Ordnung hat, folgt daraus die Behauptung, q.e.d. 
Man kann nun wie in 2.2. die WV bestimmen. Hier sol1 nur noch eine 
interessante Folgerung gezogen werden: 
SATZ 21. Zst 2fd,, und 23 / a,, so ist d,, = 1 mod 8. 
Beweis. Sei 2 r d, ; wegen d,,&Ao, = dzgo2 ist 23 I 2, gleichbedeutend 
mit 23 j go , also 23 1 g, und nach Satz 20 ist dann der 2-Betrag zu g genau 23. 
Sei nun d,, = 5 mod 8, 2 E p in K,, . Eine Basis der 2-Sylowgruppe der 
primen Restklassengruppe mod p3 in K, ist 
I4 = -1, p2 = dd,, p3 = -1 + 2 %I’&. 
Wegen PI7 = /I1 , fi2’ = &82 , p3+ = p2”fi3 mod p3 gilt fur die Koeffizienten 
WV, WV’zufiVinLundL’: 
W,’ = w, ) W,’ = w, +- w, ) 
Fur die Koeffizienten in L, ist dann 
W,l = W, mod 2. 
w, + W,’ 5s 0, w, + W,l = w, ) W, + W,’ = 0 mod 2, 
also ist fiir die Bildung von L, das Basiselement /33 zu vernachlassigen. 
Da /I1 und f12 bereits eine Basis der 2-Sylowgruppe der primen Restklassen- 
gruppe mod p2 bilden, geht hochstens p2 N 22 in go auf; daher mu8 d,, = 1 
mod 8 sein, q.e.d. 
2.5. Das Einbettungsproblem fiir n = 2. 
Nach Satz 4 gilt: 
SATZ 22. Sei P ein algebraischer Zahlkiirper; K, = P(v’&) und 
K0 = P(dz) seien iiber P quadratische Kiirper. Dann gilt: 
Der biquadratische K&per P(l/&, d&) l&It sich genau dann in einen iiber 
P(z/d$?, ) zyklischen Diederkiirper vom Grade 23 einbetten, wenn .fi.ir alle 
Primstellen p von P gilt: 
( ) d,, P = +1. 
Insbesondere folgen daraus Satz 9, Korollar 2, Satz 10 und Satz 19. 
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Im Falle P = Q la& sich das Hilbertsymbol explizit auswerten. Wegen 
der Produktformel kann ferner die Primzahl p = 2 vernachlassigt werden. 
Das ergibt: 
SATZ 23. Seien d, und a, die Diskriminanten der quadratischen Zahl- 
kiirper Q(&&) und Q(&&), und sei A,, die Diskriminante von Q(l/d,&). 
Dann gilt: 
Der biquadratische K&per Q(d/d,, 4%) itilt sich genau dann in einen iiber 
Q(%$,) zyklischen DiederkBrper vom Grade 23 einbetten, wenn die foIgenden 
Bedingungen ecfiillt sind: 
(a) d, und a, sind nicht beide negativ. 
,t(b) F iir d ie 
( 1 
in do aber nicht in $ aufgehenden Primzahlen p # 2 ist 
% 
= + 1, und entsprechend unter Rollenvertauschung von d,, und a, . 
(c) Fiir die in d, und a,, aufgehenden p # 2 ist ($) = p mod 4. 
Auf anderem Wege wurde dieses Resultat bereits in [8] hergeleitet. 
2.6. Fiihrer-Diskriminanten-Relationen. 
Sei P ein algebraischer Zahlkijrper und 1;2,/P ein Diederkijrper vom 
Grade 2n+1 iiber P; a,,, bezeichne Relativdiskriminanten, f* ,* die 
endlichen Bestandteile der Fiihrer. Berechnet man die induzierten Charak- 
tere der Diedergruppe und wendet darauf den Formalismus von Artin [l] 
an, so erhalt man folgende Relationen zwischen den Fiihrern und Diskri- 
minanten: 
SATZ 24. In einem Diederkiirper L&,/P gilt fiir 1 < i ,( n: 
3. ‘%JP = &,fp * ‘%c-~IP . ‘%T-,/P 
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3. DIE ZERLEGUNGSGESETZE 
Sei P ein algebraischer Zahlkorper und Q,JP ein Diederkorper 2n-+1-ten 
Grades. Q, ist bereits vollstandig bestimmt durch den iiber P quadra- 
tischen Korper QO und eine iineare Kongruenz L(a) mod 2” fur Idele 
a E IO . Wir nennen nun Q,, und L die Invarianten von Q und werden in 
Abhangigkeit von diesen das Zerlegungsgesetz formulieren. Auf diese 
Weise erhalt man natiirlich keine Moglichkeit, die Ki und die Ri von- 
einander zu unterscheiden. Diese Unvollstandigkeit lieBe sich dadurch 
ausschalten, daD man anstelle von Q, die Korper K. und iT, vorgiht 
(wordurch ja dann J& bestimmt ist); diese Methode hat aber den Nachteil, 
dab K. und R,, nicht frei wahlbar sind, sondern vielmehr einer Reihe von 
uniibersichtlichen Bedingungen geniigen miissen und daher als Invarianten 
ungeeignet sind. 
Formuliert man das Zerglegungsgesetz in Abhangigkeit von Sz, und L, 
so gestattet es der in 1.1. erwahnte Automorphismus Y der Diedergruppe, 
die Ki vor den zi auszuzeichnen. AuBerdem geniigt es natiirlich, Ki als 
Reprasentanten der konjugierten KSrper Kjp’ zu betrachten. Alle folgenden 
Aussagen sind als Aussagen iiber Reprasentanten im obigen Sinne zu 
verstehen. 
Nach der Hilbert’schen Theorie des Galois’schen Kijrpers entspricht 
jedem Primideal ‘?$ von L?, eine Untergruppenreihe 
die folgenden Bedingungen geniigt : 
1. G, und die GVi sind Normalteiler von G, . 
2. G,/GT und GT/GV1 sind zyklisch. 
3. Gvi/Gi+l ist abelsch vom hijchstens (GZ : G,)-gliedrigen Typus 
(p,...,p), wobei Q I p. 
4. (G, : GV,) ist Teiler von pk - 1, wobei k = (GZ : CT) und ‘$3 / p. 
Die Primteiler eines Primideals p von P in 0, sind samtliche konjugiert, 
und konjugierten Primidealen entsprechen konjugierte Untergruppen- 
reihen. Die vorgenommene Auszeichnung eines Reprbentanten in jeder 
Reihe konjugierter Kbrper lauft die Auszeichnung eines Reprasentanten 
in jeder Reihe konjugierter Untergruppen hinaus; daher ist es in unserem 
Zusammenhang sinnvoll, von der Untergruppenreihe zu einem Primideal 
p von P zu sprechen. Mit Hilfe der Hilbert’schen Untergruppenreihe zu 
einem Primideal p von P la& sich das Zerlegungsverhalten von p in den 
Zwischenkorpern A von Q,lP folgendermaI3en beschreiben: 
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Sei ‘$ ( p in 52, und U die Fixgruppe von LL Bildet man die Doppel- 
modulzerlegung 
so ist r die Anzahl der Primfaktoren pi von p in (1. Die Indizes 
sind die Relativgrade von ‘$Vi beztiglich pi, und die Ordnungen von 
T;‘G=~~ n U sind die Relativordnungen von ‘$N beztiglich pr . Daraus 
berechnen sich die Ordnungen und Grade der pi beziiglich p in der bekann- 
ten Weise. 
Fur den ersten Teil der Hilbert’schen Untergruppenreihe, ndmlich 
(nur diese ist fur das Zerlegungsgesetz von Interesse) bestehen folgende 
Moglichkeiten 
(AC-J : (S, T) 2 (S2”) 2 (S2’) (O<i<jSn) 
(Bj) : (S, T) 2 (S2’p T) 2 <S2’) (0 \cj < 4 
(0i.j) : (S, T) 2 (S2*, T) 2 (Se’, T) (0 < i < j 4 n, j < i f 1) 
Zu jedem Primideal p von P gehbrt eine dieser Untergruppenreihen, und 
in Abhangigkeit davon erhalt man folgendes Zerlegungsverhalten (e sei 
die Relativordnung und .f der Relativgrad beziiglich p): 
Fall (AJ: 
v < i: 
i<v<j: 
v >j: 
1. Zerlegung in QV (0 G v < n): 
2y+l Faktoren mit e = 1, f = 1. 
2i+1 Faktoren mit e = 1, f = 2”-i 
2i+l Faktoren mit e = 2”-j, f = 2j-” 
2. Zerlegung in K, und KV (0 < v < n): 
v < i: 2y+1 Faktoren mit e = 1, f = 1 
i < v <I: 2; Faktoren mit e = 1, f = 2”+ldi 










Fall (D,,J: --- 
v < i: 
i<v<j: 
v >,j: 
v < i: 
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1. Zerlegung in 9, (0 < v < n): 
2” Faktoren mit e = 1, f = 2l 
2j Fakotren mit e = P-j, f = 2* 
2. Zerlegung in K, (0 < v < n): 
2l Faktoren mit e = 1, f = 1 und 
2”- 1 Faktorenmite = 1,f = 2l 
1 Faktor mit e = 2v+l, f = 1 
2l Faktoren mit e = 2+-j, f = 1 und 
2i-1 - 1 Faktoren mit e = 2V+l-j, f = 2l 
3. Zerlegung in K, (0 < v < n): 
2” Faktoren mit e = 1, f = 2l 
1 Faktor mit e = 2Yf1, f = 1 
2j-l Faktoren mit e = 2y+l-j ,f=21 
1. Zerlegung in Sz, (0 < v < n): 
2y Faktoren mit e = 2l, f = 1 
2i Faktoren mit e = 2l, f = 2y--i 
2i Faktoren mit e = 2y+l-f, f = Pi 
2. Zerlegung in K, (0 < v < n): 
2l Faktoren mit e = 1, f = 1 und 
2y - 1 Faktoren mit e = 2l, f = 1 
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O=i<v<j: 1 Faktormite= l,f=P+l 
O<i<v<j: 1Faktormite=1,f=2”+1-iund1Faktormite=21, 
f = 2y--i und 
2i-1 - 1 Faktoren mit e = 2l, f = 2y+l-< 
0 = i <j < v: 1 Faktor mit e = 2+-j, f = 2j 
O<i=j<v: 2lFaktorenmite=2Y+l+,f= lurid 
2i-l - 1 Faktoren mit e = 2ufZ-j,f= 1 
0 < i < j f V: 1 Faktor mit e = 2+-j, f = 2jUi und 
1 Faktor mit e = 2vf2-j, f = 2jeae1 und 
2f-1 - 1 Faktoren mit e = 2~+24,f = 'Jj-i 
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3. Zerlegung in ICV (0 < v < n): 
v < i: 2” Faktoren mit e = 2, f = 1 
O=i,<v<j: 1 Faktor mit e = 2l, f = 2” 
0 ( i < v <j: 2$-l Faktoren mit e = 2l, f = 2Vflpi 
O=i=j,(v: 1 Faktor mit e = 2Y+l,f = 1 
O=i<j<v: 1Faktormite=2”+2-i,f=2i-1 
0 < i <j < V: 2i-1 Faktoren mit e = 2’+-i, f = 2j-$ 
Aus dem Zerlegungsgesetz der Klassenkorpertheorie und den Ausfiihr- 
ungen in 2.1. entnimmt man nun sofort: 
SATZ 25. Zerlegungsgesetz fiir Diederkorper. Sei 0,/P ein Dieder- 
kiirper mit den Invarianten Sz, und L. Ist p ein Primideal volt Q, und 
rrp E Q,,, ein Primelement fiir p, so werde L(p) = L(ep(np)) gesetzt; fiir 
1 < v < n sei fY der Fiihrer fiir Q,/.C&, . FCr ein Primideal p von P sei 
j(p) < n maximal mit p 7 fjc,, ; ist p I p in Q, , so sei i(p) <j(p) maximal 
mit L(p) 3 0 mod 2iip’. Dann gilt: 
(a) Ist p in 9, zerlegt, so liegt der Fall Ai(p),i(p) vor. 
(b) Ist p in J&, triige, so liegt der Fall Bj(,, vor. 
(c) Ist p in Q0 verzweigt, so liegt der Fall Di(p,,j(pb vor. 
Fur die reellen unendlichen Primstellen von P gilt: 
SATZ 26. Zerlegungsgesetz fiir unendhche Primstellen. Sei w eine 
reelle unendliche Primstelle von P. 
1. w wird in Q,, komplex. Dann gilt: 
(a) w zerfallt in Q (0 < i < n) und in Ki (0 < i < n) in 2i komplexe 
Primstellen. 
(b) w zerfallt in Ki (0 < i < n) in 2i reelle und 2i-1 komplexe 
Primstellen (mit 2-l = 0 !). 
2. w zerftillt in Q, in zwi reelle Primstellen w0 , w,‘. Dann gilt: 
(a) Geht w,, nicht in fn auf, so zerftillt w in IRi (0 < i < n) und in Ki , 
.ITi (0 < i < n) in 2i+1 reelle Primstellen. 
(b) Geht w0 in fn auf, so zerfallt w in Qi (0 < i < n - 1) und in Ki , 
Ri (0 < i -=c n - 1) in 2i+1 reelle Primstellen; in Q, zerftillt w in 2n komplexe 
Primstellen; in K,,-, undR,-, zerftillt w in 2”-l komplexe Primstellen. 
ARITHMETISCHE THEORIE 443 
Beweis. Zu 1. IV kann nicht in K,, und R, komplex werden; daher 
kann man ohne Einschrlnkung annehmen, daR MI nur in R,, komplex wird; 
dann ist aber (a) klar. w  zerfallt also in K, in zwei reelle Primstellen. 
Beachtet man die Diederkorperstruktur von Qn,/Ki fur 0 .< i < n - 1, so 
folgt die Behauptung durch Induktion iiber i. 
ZU 2. (a) ist klar nach dem Klassenkorper-Zerlegungsgesetz. Geht +I’~ 
in fn auf, so geht ~1~ nach Satz 9 nicht in fnel auf, und daher liegt fur 
Q,-, der Fall (a) vor. Die Behauptung fur Q2, folgt nun wieder aus dem 
Klassenkiirper-Zerlegungsgesetz, und die Behauptungen fiir KnW1 und 
R,-, folgen aus der Betrachtung der Diederstruktur von L&/K,-, und 
Q,l~n-s 3 q.e.d. 
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